
ÇÀÄÀ×È ÏÎ ÊÓÐÑÓ ¾ÒÅÎÐÈß ÎÐÒÈÌÈÇÀÖÈÈ¿
ÑÅÌÅÑÒÐ 1

Çàäà÷à 1.1. Äîêàçàòü òåîðåìó 1.4.
Çàäà÷à 1.2. Äîêàçàòü òåîðåìó 1.6.
Çàäà÷à 1.3. Ïóñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f èìååò òî÷êó ãëîáàëüíîãî

ìèíèìóìà íà Rn. Ñëåäóåò ëè îòñþäà, ÷òî f èìååò òî÷êó ãëîáàëüíîãî ìè-
íèìóìà íà ëþáîì íåïóñòîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå X ⊂ Rn?

Çàäà÷à 1.4∗. Ïóñòü íåïðåðûâíûå ôóíêöèè f è g èìåþò òî÷êè ãëîáàëü-
íîãî ìèíèìóìà íà Rn. Ñëåäóåò ëè îòñþäà, ÷òî èõ ñóììà f + g èìååò òî÷êó
ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà íà Rn?

Çàäà÷à 1.5. Íàéòè èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé òî÷êó ãëîáàëüíîãî
ìèíèìóìà ôóíêöèè

f(x) = max{|x1 − 2|, |x2|}
íà ìíîæåñòâå

X = {x = (x1, x2) ∈ R2 | 2|x1| − |x2| ≤ 2}.

Çàäà÷à 1.6. Íàéòè èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé òî÷êó ãëîáàëüíîãî
ìèíèìóìà ôóíêöèè

f(x) = (x1 − 1)2 + x2
2

íà ìíîæåñòâå

X = {x = (x1, x2) ∈ R2 | x2
1 + x2

2 = 2ax1x2},

a ∈ R.
Çàäà÷à 1.7. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ∈ R çàäà÷à

x1 + ax2 → max, x ∈ X,

X = {x = (x1, x2) ∈ R2 | x3
1 + x3

2 = 3x1x2},
èìååò ãëîáàëüíîå ðåøåíèå, à ïðè êàêèõ ëèøü ëîêàëüíîå?

Çàäà÷à 2.1. Äëÿ çàäà÷è èç ïðèìåðà 2.2 äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f �
áåñêîíå÷íî ðàñòóùàÿ íà ìíîæåñòâå X (îòñþäà è èç òåîðåìû 1.2 áóäåò ñëå-
äîâàòü, ÷òî åäèíñòâåííàÿ ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ åå ãëî-
áàëüíûì ðåøåíèåì).

Çàäà÷à 2.2. Ïóñòü A � íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ n×
n-ìàòðèöà, b ∈ Rn. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà êâàäðàòè÷íîé
ôóíêöèè

f(x) = 〈Ax, x〉+ 〈b, x〉
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé åå ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà íà Rn.
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Çàäà÷à 2.3∗. Ïîñòðîèòü ïðèìåð äèôôåðåíöèðóåìîé íà R2 ôóíêöèè,
èìåþùåé ðîâíî îäíó êðèòè÷åñêóþ òî÷êó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé åå ëî-
êàëüíîãî, íî íå ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà.

Çàäà÷à 2.4.Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà a > 1 ñèñòåìà
óðàâíåíèé

a cos x1 sinx2 + x1e
x2
1+x2

2 = 0,

a sin x1 cos x2 + x2e
x2
1+x2

2 = 0

îòíîñèòåëüíî (x1, x2) èìååò ðåøåíèå, îòëè÷íîå îò (0, 0).

Çàäà÷à 3.1. Íàéòè òî÷êè ýêñòðåìóìà ôóíêöèè

f(x) = x3
1/3 + x2

ïðè óñëîâèè g(x) = x2
1 + x2

2 − 2 = 0, x = (x1, x2) ∈ R2 (ñð. ñ ïðèìåðîì 3.1).
Çàäà÷à 3.2. Äàòü ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ çàäà÷è èç ïðèìå-

ðà 3.2.
Çàäà÷à 3.3. Íàéòè âñå òî÷êè ëîêàëüíîãî è ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà

ôóíêöèè
f(x) = 〈Ax, x〉

ïðè óñëîâèè |x| = 1, ãäå A � ñèììåòðè÷íàÿ n× n-ìàòðèöà.
Çàäà÷à 3.4. Ñðåäè âñåõ òðåóãîëüíèêîâ çàäàííîãî ïåðèìåòðà íàéòè òîò,

êîòîðûé èìååò íàèáîëüøóþ ïëîùàäü.
Çàäà÷à 3.5 (î ñòðåëüáå ñ âûñîòû). Íà çàäàííîé âûñîòå íàä ïëîñêîé ïî-

âåðõíîñòüþ ðàñïîëîæåíî àðòåëëåðèéñêîå îðóäèå. Ñíàðÿä âûëåòàåò èç îðó-
äèÿ ñ çàäàííîé ñêîðîñòüþ. Ïîä êàêèì óãëîì ê ãîðèçîíòó ñëåäóåò ïðîèçâåñòè
âûñòðåë, ÷òîáû ñíàðÿä óëåòåë êàê ìîæíî äàëüøå?

Çàäà÷à 4.1. Äîêàçàòü ôîðìóëó

rank
(

EI

A

)
= |I|+ rank AJ ,

ãäå A ∈ A(m, n), I ∪ J = {1, . . . , n}, I ∩ J = Ø.
Çàäà÷à 4.2 (òåîðåìà Àëåêñàíäðîâà�Ôàíà). Ïóñòü A ∈ A(m, n), b ∈ Rm.

Äîêàçàòü, ÷òî èìååò ðåøåíèå îäíà è òîëüêî îäíà èç äâóõ ñèñòåì:

Ax ≤ b,

èëè
pA = 0, 〈p, b〉 < 0, p ≥ 0.

Çàäà÷à 4.3∗ (òåîðåìà Âîðîíîãî�Êàðâåðà). Ïóñòü A ∈ A(m, n), b ∈ Rm.
Äîêàçàòü, ÷òî èìååò ðåøåíèå îäíà è òîëüêî îäíà èç äâóõ ñèñòåì:

Ax < b,
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èëè
pA = 0, 〈p, b〉 ≤ 0, p ≥ 0, p 6= 0.

Çàäà÷à 4.4∗ (òåîðåìà Øòèìêå�Ôàíà). Ïóñòü A ∈ A(m, n), b ∈ Rm.
Äîêàçàòü, ÷òî èìååò ðåøåíèå îäíà è òîëüêî îäíà èç äâóõ ñèñòåì:

Ax ≤ b, Ax 6= b,

èëè
pA = 0, 〈p, b〉 ≤ 0, p > 0.

Çàäà÷à 5.1. Ïóñòü ïîëèýäð X = {x ∈ Rn | Ax ≤ b} îãðàíè÷åí è èìå-
åò âíóòðåííèå òî÷êè. Òðåáóåòñÿ âïèñàòü â X øàð íàèáîëüøåãî ðàäèóñà.
Ñôîðìóëèðîâàòü ýòó çàäà÷ó êàê ÇËÏ.

Çàäà÷à 5.2. Ïîñòðîèòü çàäà÷ó, äâîéñòâåííóþ ê ñëåäóþùåé áëî÷íîé
ÇËÏ

s∑

k=1

〈ck, xk〉 → max,

Akxk ≤ bk, k = 1, . . . , s,

s∑

k=1

Bkxk ≤ d,

xk ≥ 0, k = 1, . . . , s,

ãäå ckinRnk , Ak ∈ A(mk, nk), bk ∈ Rmk , Bk ∈ A(m, nk), k = 1, . . . , s,
d ∈ Rm.

Çàäà÷à 5.3. Ïîñòðîèòü çàäà÷ó, äâîéñòâåííóþ ê äèíàìè÷åñêîé çàäà÷å
ïëàíèðîâàíèÿ ïðîèçâîäñòâà

T∑
t=1

〈ct, xt〉 → max,

Axt ≤ xt−1, t = 1, . . . , T,

xt ≥ 0, t = 1, . . . , T,

ãäå ct ∈ Rn, t = 1, . . . , T , A ∈ A(m, n), x0 ∈ Rn çàäàíî.
Çàäà÷à 5.4. Ðåøèòü çàäà÷ó

〈c, x〉 =
n∑

j=1

cjxj → max,

〈a, x〉 =
n∑

j=1

ajxj = b, xj ≥ 0, j = 1, . . . , n,
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ãäå c ∈ Rn, a ∈ Rn, b ∈ R, a > 0, b > 0.
Çàäà÷à 5.5. Ðåøèòü çàäà÷ó

x1 + 2x2 + . . . + nxn → min,

x1 ≥ 1,

x1 + x2 ≥ 2,

· · ·
x1 + x2 + x3 + . . . + xn ≥ n,

xj ≥ 0, j = 1, . . . , n.

Çàäà÷à 5.6. Ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÇËÏ ìîæåò:
1) ñîñòîÿòü èç îäíîé òî÷êè;
2) ñîñòîÿòü áîëåå ÷åì èç îäíîé òî÷êè, íî áûòü îãðàíè÷åííûì;
3) áûòü íåîãðàíè÷åííûì.

Ïðèâåñòè ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé âçàèìîäâîé-
ñòâåííûõ çàäà÷ âîçìîæíî ëþáîå ñî÷åòàíèå ýòèõ ñëó÷àåâ.

Çàäà÷à 5.7∗. Äîêàçàòü, ÷òî äîïóñòèìûå ìíîæåñòâà îñíîâíîé ÇËÏ è
äâîéñòâåííîé ê íåé íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî íåïóñòûìè è îãðàíè÷åí-
íûìè.

Çàäà÷à 5.8∗ (çàäà÷à î ðàçãðóçêå ñîñòàâà). Íà îâîùíóþ áàçó ïðèáûë
æåëåçíîäîðîæíûé ñîñòàâ, äîñòàâèâøèé A òîíí îâîùåé. Íà áàçå èìååòñÿ n
õîçðàñ÷åòíûõ áðèãàä ãðóç÷èêîâ. Óñëîâèÿ j-é áðèãàäû: ðàçãðóçêà aj òîíí â
äåíü ïðè ðàñöåíêå pj ðóáëåé çà òîííó, j = 1, . . . , n. Çà êàæäûé äåíü ïðî-
ñòîÿ ñîñòàâà áàçà ïëàòèò æåëåçíîé äîðîãå øòðàô c ðóáëåé. Êàêèå äîãîâîðû
áàçà äîëæíà çàêëþ÷èòü ñ áðèãàäàìè, ÷òîáû ñòîèìîñòü ðàçãðóçêè áûëà ìè-
íèìàëüíîé?

Çàäà÷à 6.1. Äîêàçàòü òåîðåìó 6.2 áåç èñïîëüçîâàíèÿ ëåììû 6.2, îïèðà-
ÿñü íà òåîðèþ äâîéñòâåííîñòè çàäà÷ ËÏ.

Çàäà÷à 6.2. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ íåâûðîæäåííîé âåðøèíû x êàíîíè÷å-
ñêîãî ïîëèýäðà X ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå óòâåðæäåíèþ òåîðå-
ìû 6.1: åñëè x � ðåøåíèå çàäà÷è (1), òî âûïîëíåíî óñëîâèå I, ò.å. ∆k ≥ 0,
∀ k 6∈ J .

Çàäà÷à 6.3. Ïðèâåñòè ïðèìåð, êîãäà âûðîæäåííàÿ âåðøèíà êàíîíè÷å-
ñêîãî ïîëèýäðà X ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1), íî óñëîâèå I íå âûïîëíåíî.

Çàäà÷à 6.4. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ íåâûðîæäåííîé âåðøèíû x êàíîíè÷å-
ñêîãî ïîëèýäðà X ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòî÷íåíèå ðåçóëüòàòà çàäà÷è 6.2:
åñëè x � ! ðåøåíèå, òî ∆k > 0, ∀ k 6∈ J .

Çàäà÷à 7.1. Äîêàçàòü òåîðåìó 7.1.
Çàäà÷à 7.2. Äîêàçàòü òåîðåìó 7.2.
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Çàäà÷à 7.3. Äîêàçàòü òåîðåìó 7.3.
Çàäà÷à 7.4. Äîêàçàòü òåîðåìó 7.4.
Çàäà÷à 7.5. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ âûïóêëûõ êîìáè-

íàöèé òî÷åê ëþáîãî ìíîæåñòâà X ∈ Rn âûïóêëî.
Çàäà÷à 7.6. Äàòü ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ äîêàçàòåëüñòâà

óòâåðæäåíèÿ 2) òåîðåìû 7.18.
Çàäà÷à 7.7. Ïóñòü ìàòðèöà A ∈ A(n, n) íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà.

Äîêàçàòü, ÷òî ∀α ∈ R+ ìíîæåñòâî

X = {x ∈ Rn | 〈Ax, x〉 ≤ α}
âûïóêëî.

Çàäà÷à 7.8. Äîêàçàòü, ÷òî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà îòêðûòîãî ìíîæåñòâà
îòêðûòà.

Çàäà÷à 7.9∗. Ïóñòü A : Rn → Rm � ëèíåéíûé îïåðàòîð, X ⊂ Rn �
âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Äîêàçàòü, ÷òî îáðàç

A(X) = {y ∈ Rm | y = Ax, x ∈ X}
ìíîæåñòâà X ïðè îòîáðàæåíèè A � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ïðè÷åì

ri A(X) = A(riX).

Çàäà÷à 7.10∗. Ïóñòü A : Rn → Rm � ëèíåéíûé îïåðàòîð, Y ⊂ Rm �
âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîîáðàç

A−1(Y ) = {x ∈ Rn | Ax ∈ Y }
ìíîæåñòâà Y ïðè îòîáðàæåíèè A � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ïðè÷åì åñëè
A−1(ri Y ) 6= Ø, òî

ri A−1(Y ) = A−1(riY ).

Ïðèâåñòè ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî óñëîâèå A(Y ) 6= Ø íå îáåñïå÷èâàåò
ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà.

Çàäà÷à 7.11. Ïóñòü X1, X2 ⊂ Rn � âûïóêëûå ìíîæåñòâà, X1 ⊂ X2 è
X1 ∩ ri X2 6= Ø. Äîêàçàòü, ÷òî ri X1 ⊂ ri X2. Ìîæíî ëè îïóñòèòü óñëîâèå
X1 ∩ riX2 6= Ø?

Çàäà÷à 7.12∗. Ïóñòü X1, X2 ⊂ Rn � âûïóêëûå ìíîæåñòâà. Äîêàçàòü,
÷òî ri(X1 + X2) = ri X1 + ri X2.

Çàäà÷à 7.13∗. Ïóñòü X1, X2 ⊂ Rn � âûïóêëûå ìíîæåñòâà, ri X1 ∩
ri X2 6= Ø. Äîêàçàòü, ÷òî

aff(X1 ∩X2) = aff X1 ∩ aff X2,

X1 ∩X2 = X1 ∩X2, ri(X1 ∩X2) = ri X1 ∩ riX2,

dim(X1 ∩X2) = dim X1 + dim X2 − dim(X1 + X2).

Ïðèâåñòè ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî óñëîâèå X1 ∩X2 6= Ø íå îáåñïå÷è-
âàåò ýòèõ ðàâåíñòâ.
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Çàäà÷à 7.14∗. Ïóñòü X ⊂ Rn � íåîãðàíè÷åííîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî.
Äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ (ñð. ñ òåîðåìîé 7.18):

1) ∀x ∈ ri X ∃h ∈ Rn \ {0} : l+xh ⊂ ri X;
2) åñëè l+x∗h ⊂ X ïðè íåêîòîðûõ x∗ ∈ X è h ∈ Rn, òî l+xh ⊂ ri X ∀x ∈ ri X.

Çàäà÷à 8.1. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîåêöèÿ ëþáîé òî÷êè a ∈ Rn íà çàìêíóòîå
âûïóêëîå ìíîæåñòâî X ⊂ Rn åäèíñòâåííà.

Çàäà÷à 8.2. Îñíîâûâàÿñü íà òåîðåìàõ 8.1 è 7.9 (î çàìêíóòîñòè ìíîãî-
ãðàííîãî êîíóñà) äîêàçàòü ëåììó Ìèíêîâñêîãî�Ôàðêàøà (òåîðåìà 4.6).

Çàäà÷à 8.3. Îñíîâûâàÿñü íà òåîðåìå 8.3 äîêàçàòü òåîðåìó 8.2.
Çàäà÷à 8.4. Äîêàçàòü äîñòàòî÷íóþ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 8.6

(ïðîâåñòè ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå òåì, êîòîðûå áûëè ïðîâåäåíû ïðè
äîêàçàòåëüñòâå äîñòàòî÷íîé ÷àñòè óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 8.5).

Çàäà÷à 8.5. Äîêàçàòü òåîðåìó 8.8.
Çàäà÷à 8.6. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè âûïóêëîå ìíîæåñòâî X ⊂ Rn íå ÿâëÿ-

åòñÿ îäíîòî÷å÷íûì, òî
E(X) ⊂ r∂ X.

Çàäà÷à 8.7. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà X ⊂ Rn

ñïðàâåäëèâî: r∂ X = Ø ⇐⇒ X àôôèííî.
Çàäà÷à 8.8. Äîêàçàòü, ÷òî íåïóñòîé ïîëèýäð

X = {x ∈ Rn | Ax ≤ b},

ãäå A ∈ A(m, n), b ∈ Rm, íå ñîäåðæèò ïðÿìûõ ⇐⇒ rankA = n.
Çàäà÷à 8.9. Äîêàçàòü ñëåäñòâèå òåîðåìû 8.13.
Çàäà÷à 8.10. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) ëþáàÿ ãèïåðïëîñêîñòü, îïîðíàÿ ê êîíóñó â Rn, ïðîõîäèò ÷åðåç 0;
2) ëþáàÿ ãèïåðïëîñêîñòü, îïîðíàÿ ê àôôèííîìó ìíîæåñòâó â Rn, ñî-

äåðæèò ýòî ìíîæåñòâî.
Çàäà÷à 8.11. Ïóñòü X ⊂ Rn � çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ïðè÷åì

X 6= Ø, X 6= Rn è Rn \ X � âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Äîêàçàòü, ÷òî X �
ïîëóïðîñòðàíñòâî.

Çàäà÷à 8.12∗. Äîêàçàòü, ÷òî äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëèýäðà â Rn

ñèëüíî îòäåëèìû (âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé Àëåêñàíäðîâà�Ôàíà èç çàäà-
÷è 4.2).

Çàäà÷à 8.13∗. Äîêàçàòü, ÷òî åäèíè÷íûé øàð U1(0) � ! ìíîæåñòâî â Rn,
êîòîðîå ñîâïàäàåò ñî ñâîèì ñîïðÿæåííûì.

Çàäà÷à 8.14∗. Ïðèâåñòè ïðèìåð âûïóêëîãî êîìïàêòà â Rn, ìíîæåñòâî
êðàéíèõ òî÷åê êîòîðîãî íåçàìêíóòî.

Çàäà÷à 8.15. Äîêàçàòü, ÷òî îáðàç è ïðîîáðàç ïîëèýäðà (ìíîãîãðàííîãî
ìíîæåñòâà) ïðè ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè åñòü ïîëèýäð (ìíîãîãðàííîå ìíî-
æåñòâî).
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